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Abstract

Representacoes por matrizes tém lugar importante na teoria de
grupos finitos. A situacao é diferente com semigrupos finitos apesar de
que existe uma teoria substancial para a construcao de representagoes
de semigrupos. Neste semindrio demos uma introdugao & teoria de
representagoes de semigrupos finitos que indica as semelhancas e as
diferencas entre as situagoes para grupos e semigrupos e que mostra
porque a situacao de semigrupos é mais dificil de que a de grupos.

O autor agredece o Centro de Algebra da Universidade de Lis-
boa (CAUL) pela sua hospilidade e a Fundagao Luso-Americana para
Desenvolvimento (FLAD) pelo seu apoio financeiro.

Uma representagao de um semigrupo ( ou um grupo, ou uma algebra) S
por matrizes sobre um corpo K é um homomorfismo 6 de S numa &dlgebra
M, (K) de matrizes n X n sobre K. Vamos assumir que, se S tem identidade,
entao a sua imagem ¢é a matriz identidade; se S tem zero, a imagem do zero
¢ a matriz nula.

Apesar de a definicao poder ser dado em trés versoes, realmente nao ha
diferencas essenciais entre elas. Pois, se S é um semigrupo e K um corpo
podemos construir uma dlgebra KS da seguinte forma.

K S é espaco vectorial sobre K tendo como base o conjunto dos elemen-
tos de S que diferem do zero. A multiplicacao * em KS é construida da
multiplicacao em S a partir da regra

_ | stsejast#0
S*t_{ 0 seja st =0



para cada par s,t € S. Esta operacao estende-se linearmente a todo o espaco

K S por
Z Q,;S; * Zﬁjtj = Z aiﬁj(si * tj)
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A funcao n: s — s, 0 —— 0 mergulha S na &dlgebra KS.

Esta construgao ¢ functorial no sentido que seja ¢ homomorfismo de S
numa &dlgebra A sobre o corpo K, ¢ admite uma extensao linear # a um
homomorfismo de K.S em A:

(Z OliSi> @ = Z Oéi(SiQ)

e temos o resultado seguinte:

Teorema O homomorfismo 6 = ¢ é o Unico morfismo de algebras sobre K
tal que o diagrama
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comuta. Assim, existe uma bijeccdo entre o conjunto dos morfismos de alge-
bra de K'S numa algebra A e o conjunto de morfismos de semigrupos de S

em A.

Por consequéncia, do ponto de vista categérico, o estudo dos morfismos
do semigrupo S em dlgebras sobre K é equivalente ao estudo dos morfismos
da dlgebra de K'S. Assim, deste ponto de vista, se queremos estudar repre-
sentagoes de semigrupos, ou grupos, por matrizes sobre K sé precisamos de
estudar representacoes de algebras. Mas, claro, o que é importante é como
a estrutura do semigrupo influenga a estrutura da dlgebra. Isto nao é facil
descobrir! Precederemos entao, neste semindrio em trés partes:

1. Alguns comentédrios sobre a estrutura e representacoes de dlgebras de
dimensao finita sobre K;

2. Alguns comentérios sobre representagoes de grupos finitos;

3. Alguns resultados sobre representagoes de semigrupos finitos.



1 Algebras

Suponhamos que temos uma representacao da dlgebra A por matrizes sobre
K. Entao, as matrizes n X n sao essencialmente transformacoes lineares do
espaco vectorial K", de dimensao n sobre K. Temos por isso um morfismo
0 de A em Hom(K"™, K™). Este morfismo fica V= K" um A-médulo, onde

v.a = v(af) para cadav € V ea € A.

Por outro lado, cada A-médulo V', de dimensao finita, dd-nos uma represen-
tacao de A por matrizes quando escolhemos uma base para V' e pomos para
matriz M (a) a matriz do operador de multiplicagao por a no médulo V. Isto
significa que podemos pensar em representacoes de dlgebras como matrizes
ou como A-médulos e é facil transferir as ideias dum lado para outro. Por ex-
emplo, diz-se que uma representacao de um semigrupo S (de uma algebra A)
é irreductivel quando o médulo é simples; isto é, s6 tem submddulos triviais.
Suponhamos que W é um submédulo de V' e W+ um subespaco complemen-
tar ao WW. Entao a matriz que corresponde & accao de cada elemento de A

tem a forma
a91 0
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onde A, é a representacao que corresponde a W e 0, é a representacao que
corresponde a V/W.
Um caso especial é o em que a matriz af tem a forma

adp 0 O
o . 0
0 0 ab,

onde cada 6; é irreductivel. Este corrresponde a situacao em que o médulo é
soma directa de médulos simples. Neste caso dizemos que a representagao, ou
o médulo, ¢ completamente reductiivel. Se cada representacao, cada médulo,
é completamente reductivel dizemos que a dlgebra é semisimples.

O resultado seguinte d& informagao importante sobre dlgebras semisim-
ples. Isto deve-se ao trabalho de Artin, Wedderburn, Jacobson e (provavel-
mente muitos) outros.

Teorema. Seja A uma algebra de dimenséo finita sobre o corpo K. Entéo

1. Chama-se radical rad(A) a interseccdo dos hucleos de representacoes
ireductiveis de A;

rad(A) = {a € A ra é nilpotente para cada r € A}



2. A é semi-simples se e sO se rad(A) = {0}.

3. A é semi-simples se e sO se existe um isomorfismo entre A e uma soma
directa de algebras de matrizes sobre algebras divisorias sobre K;

4. Seja A semi-simples, entdo cada A-module simples admite num iso-
morfismo sobre eA para algum idempotente minimo e¢ # 0 de A.

2 RepresentacOes de grupos finitos.

A teoria de representacgoes de grupos finitos é como j4 disse uma parte im-
portante da teoria dos grupos hd muitos anos. Tem, por exemplo, um papel
importante na classificacao dos grupos simples finitos. Este estudo precisa
de representacoes que nao sejam ireductiveis mas sé indecomposiveis isso é
de representacoes modulares. Mas, relativamente a este semindrio o resulto
com interesse é o Teorema cldssico de Maschke.

Teorema. (Mashke) Seja G um grupo e K um corpo. Entdo cada repre-
sentacdo de G por matrizes sobre K é completamente reduzctivel se e sO se
a caracteristica de K é 0 ou um primo que nado divida o ordem de G.

A demonstracao deste resultado é muito interessante. Indica ambos as
propriedades de médulos e é também o que faz um semigrupo ser grupo. Por
isso, damos uma ideia da prova.

Suponhamos que |G| tem inverso em K que é equivalente & condigao sobre
a caracteristica de K. Seja M um KG-médulo e N um submédulo que difere
de {0}. Vamos demonstrar que M descompos-se numa soma directo N & N,
de submédulos. Agora, como M é espaco vectorial, M = N & N; onde N;
é subespaco de M. A ideia é modificar N; para que se torne submdédulo.
Para cada m € M, existe um tnico par n € N, ny € N; com m = n + ny.
Podemos por isso definir 7 : M — N; por mm = nj; esta funcao é linear. Na
base de 7 definimos 1

mi = > (mg My

geG

para cada m € M. Vemos que isto faz sentido pois |G| tem inverso em K.



Claramente, v é linear e temos

1
(mhye = > (mhg™")rg
geG
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Assim ¢ é morfismo de K G-modules e por isso N, = M1 é submdédulo. Mais,
nm = 0 para cada n € N e temos

nyp = ’—é’ > (ng™mg = 0;

geG

isto ¢ N C keri e por isso N = Ni9p tem dimensao < n — dim(N). Mas
m € M implica que m — mm € N e

m—myp = |—Cl;| Z{m — (mg Mg}

geG

= = > {mg™* = (mg Mr}g.

Gl =

Agoramg=t—(mg1)m € N paracada g € G e entdo, porque N é submédulo,
m—ma € N param € M. Istoé M = N+ N, e, tendo em conta a dimensao,
M=N&N,.

Para o reciprico, suponha que |G| =0 em K e defina

e=Zg.

geG

Claramente ¢ # 0 € KG e eh = deG gh = e para cada h € G, pois

a multiplicacdo permuta os elementos de G. Segue que e? = ezgeGg =

|Gle=0¢€ KG. E por isso

(er)? = <eZozgg>2 = ¢? (Z ag)2 =0

geqG geqG

para cada r =) _,ay9 € KG o que mostra que e € rad(KG).

geG



3 Representacdes de semigrupos.

Agora, olhemos sobre a situacao de representacoes de semigrupos. Nao
podemos usar o método da demonstracao do Teorema de Maschke pois o
semigrupo nao tem inversos globais e nao ¢ invariante para a multiplicagao.
Por isso precisamos olhar mais directamente na construcao das préprias rep-
resentagoes. Os resultados desta secgao dependem do trabalho de muitas
pessoas entre elas Clifford, Hewitt e Zuckerman, Hall, Munn, Lallement e
Petrich, e Ponizovsky.

Seja entao S semigrupo e G subgrupo maximo de S. Entao o ideal S1G/S?
gerado por G tem a forma do diagrama seguinte

onde

J={xcS:S'%S"=8%¢S" para algum elemento g € G}

I(J)={z€S: S st c S*GSYy

¢ ideal de S. Mais, S1GSY/I(J) ~ J° =~ M°(G;m,n; P) para algum n x m
matriz P sobre G; isto ¢, J° é semigrupo de Rees. Dizemos que J é J-classe
regular de S.

Proposicao. Seja # uma representacdo irreductivel do semigrupo S sobre
0 corpo K. Entdo

Jo = {x € S : sf tem poténcia minima n&o zero entre os elementos de S6}



é J-classe regular de S e 6 é completamente determinado pela sua restrigao
a qualquer subgrupo maximo de Jj.

Dizemos que Jy é apex de 6.

Proposicao. Existe uma fungéo hijectiva entre o conjunto das represen-
tacOes irreductiveis de S que tém apex uma 7-classe regular J e o conjunto
das representacdes irreductiveis de qualquer subgrupo maximo G de J.

Notamos que esta correspondéncia pode ser feita completamente de uma
forma explicita.

Seja K S semisimples, entao KG também é semisimples para cada sub-
grupo méximo de S. Por isso, é preciso que a caracteristica de K nao divida
o ordem de qualquer subgrupo de S. Mas, esta condicao nao serve para
confirmar se K S é semisimples. De facto

Proposicao. KS é semisimples se e s6 se

1. S é semigrupo regular

2. Seja J uma J-classe de S com J° ~ M°(G;m,n;P) entdo m =n e
P é matriz invertivel sobre KG.

3. char(K) ndo divide a ordem de qualquer subgrupo de S.

Coroldrio. Seja S semigrupo inverso. Entdo K S é semisimples se e so se
char(K) nao divide a ordem de qualquer subgrupo de S.

E interessante perguntar entéo qual é o radical de K S quando KS néo é
semisimples. Podemos dizer o seguinte:

Proposicao. No caso em que char(K) ndo divide a ordem de qualquer
subgrupo de S

rad(KS) ={x € KS: JxzJ C KI(J) para cada J-classe regular J de S}

Podemos ainda dizer algo sobre o expoente do radical de KS. Dizemos
que uma J-classe regular J com J° ~ M%(G;m,n; P) é K-singular se P nio
tem inversa sobre KG. Se J é uma J-classe nao regular dizemos também
que J é K-singular.



Proposicao. Suponhamos que S ndo tem uma cadeia de J-classes K-
singulares com mais de n membros. Entdo o radical de KS tem expoente
< 2"*! + 1. Para cada n existe um tal semigrupo (de facto uma banda) em
gue o radical de KS tem expoente 2"*1 + 1.

A maior parte destes resultados sobre semigrupos sao negativos no sentido
que eles indicam que normalmente KS nao é semisimples. Em geral é dificil
confirmar se KS é ou nao semisimples. Pois temos de tentat inverter uma
matriz sobre a algebra K G de um grupo, o que nao é facil! Para terminar,
referimos a um resultado que indica uma situacao em que podemos afirmar
que KS é semisimples.

Teorema. (Okninski-Putcha, 1991) Seja K um corpo finito € » um nimero
inteiro positivo. Ent&o o semigrupo S de matrizes n x n sobre K é semisim-
ples sobre o corpo C dos numeros complexos; isto & CS é semisimples.

Apesar deste resultado ser facil de compreender nao é fécil de provar!



